MATEMATHUERKA 3 - Teopema 1.9.3
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3a meraJbHUjU U Npenu3Huju noka3 Teopeme 1.9.3 moTpebHO je TBp-
Deme 0 ycaoBuMa 3a ersuCTEHIU]Y U jeIMHCTBEHOCT PeElIeHma XOMOTEHE
JuHeapHe Ou(epeHIrjalHe jeHAYNHE OPYTOr pena

v +p(x)y +q(z)y =0 (1)

ca 3amaTuUM moyeTHUM ycioBuMa Y(xo) = ag 1 y'(zg) = a;.

1 Er3ucreHnuja u je UHCTBEHOCT peENIEHA

Teopema 1. Jupepenyujarna jeonavuna

y' = f(z,y,9) (2)

ca nowemnum ycaosuma y(xo) = ag u y'(xg) = a1 uma y nexoj okoaunu
mauke r = xg jEOUHCMBEHO Pewenhe aKo cy ucnymbenu caedehu ycaosu:

1. dyrnryuja f: R3 — R je nenpexudna y oxoaunu mavwxe (7o, ag,a1),

2. 3a pynxyujy f eaxcu Junwuyoe ! ycaoe y odnocy na dpyzu u mpehu
apzymenm me Pynxyuje, odnocrno 3a Hexky xoncmamwmy M € R u
npouseonmtne mauke (r,ui,uz) u (x,v1,v2) U3 HeKe OKOAUNE MaAUKE
(zo,a0,a1) 6amncu

|f (2, ur,u2) — f(x,v1,v2)| < M(|ur —v1| + [ug — v2]) (3)

'"Rudolf Lipschitz (18321903) - nemauku maTemaTwIap



Axo mapuujamEu usBomu f, u f, IOCTOje M aKO Cy OrDAHUYCHU ¥
HEKOj OKOJIMHU Tauke (T, ap,a1), Tana je Jlunmunos yciaos (3) mucmys-
jen, mpu yemy KoHcTaHTa M Moske na 6yme GUIIO KOje TOPHEe OrpaHnvene
3a Te MaplujajiHe U3BOIE.

Y cayuajy jemmaumue (1) kojy MoskeMo ma HanumeMmo y o6iuky (2)
Kao

' =—q(@)y —pa)y = f(z,y.9) (4)
umamo na je f, = —q(z) u f;, = —p(x). YROINKO NPETIOCTAaBUMO 12 Cy
dyHEUUje p u ¢ HempekrunHe Ha [a,b], Tama cy mapnujasEM uzBOMM f, U
f;, orpaHuueHu Ha [a,b] (CBOjCTBO HENpERUTHMX (PYHKIUja HA OLCEUKY
- Maremaruka 1), na je JIunmunos yciaoB uchymes 3a GpyHKujy f.

IIpema Tome, jennaumna (1) ca IPOM3BOBHUM IOYETHUM YCIOBUMA
(upema Teopemu 1) mMa jeAMHCTBEHO pelIelme y HEKOj OKOJMHU TauKe
xo € (a,b) ako cy ¢yHEUMje p U g HempekuaHe HA [a, b].

2 Teopema 1.9.3 (cTp.36-37)

Teopema 2. Axo cy y1 u Y2 AUHEAPHO HE3ABUCHA Peulena JudepenHyujarre
jeonavune (1) y xojoj cy Pynryuje p u q¢ nenpexudne na |a,b], mada je

Yyr Y2

W=l

£0 (5)

3a ceaxo x € (a,b).

Iloka3. IIpernocrasumo cympotso, na je W(xzg) = 0 3a mero x € (a,b)
U IPEeTIOCTaBUMO Ja Cy « U [J IBe KOHCTaHTe 3a Koje Baxku («, ) # (0,0)
u

ay1(wo) + By2(wo)

=0
/ / (6)
oy (o) + Byz(wo) = 0.
TakBe KOHCTaHTE HOCTOje jep xoMoreH cucteM (6) (mo a u §) numa nerep-
muHaHTy W (20) KOja je jemuaka Hyam (IOCTOje HETPUBUjAIHA PEIIEHA).
Syurnuja y(r) = ayi(z) + fy2(x) (nureapHa KOMOUHANM]a pememHa
y1 u y2) je takohe pememe jemmauune (1), npu uemy je (360r (6))

y(z0) = awr(zo) + Byz(wo) =0, ¢ (w0) = ayy (o) + Bya(zo) = 0.

Ilakxne, pememe y 3am0BosbaBa modeTHe ycaose y(xg) =y (xg) = 0.
MebyTuMm, ucTe oBe MOUYeTHE yCJOBE UCIyHaBa W TPUBUjaATHO pe-
meme jemnaumae (1). Kako cy 3a jemmauwmny (1) mcnymeHu yciaoBu



€r3UCTEHNUje U jeIMHCTBEHOCTU Delllelmha y OKOJUMHU Tauke T (jep cy
p U ¢ HempekugHe (GyHKOUje), TO je U y TpuBmMjasHo pemewme (y(x) =0
3a cBako T € (a,b)). Ipyrum peunma, mobunu cmo ma 3a (a, ) # (0,0)
BaKN

ayi(z) + By2(z) =0, € (a,b),

a TO 3HAYM fa Cy pellema Y| U Y2 JIUHEAPHO 3aBUCHA.
C 063upom Ha TO Ha CMO HOOUIM 3aKbyYaK KOJU je CYIIPOTaH yCJIOBY

y TeopeMmu (ma Cy Y1 U Yz IMHEAPHO HE3aBUCHA PEIlena), IPETIOCTABKA

W (zp) = 0 Huje ompskusa, onHocHo Bawku W (x) # 0 3a cBako x € (a,b).
Tume je TeopemMa y HOTIIyHOCTU IOKA3aHA.

3 Hanomene

1. Axo cy y; u y; 7TuHeapHO 3aBUCHe ¢yHENUje Ha (a,b), Tama je
W(z) =0 3a cBako z € (a,b) (mwrTo ce mako BumM jep je yo2 = cyi)
HEe3aBUCHO OJ] TOTa 1a JIA Cy Y| U Y2 pemema jenraunse (1).

2. Ako cy y1 u Yo JIMHEAPHO He3aBUCHE (QYHKIUje KOje HUCY pelemha
jemmauune (1), cBojctBo (5) uz Teopeme 2 He Mopa na Ba:xu. Ha

npuMep, QyHKIUje

()_ ($_1)2’ *736(0’1] ()_ 0, ZL’E(O,l]
nizr) = 0, ze(1,2) Y2(x) = ($_1)2’ re(12)

Cy JMHeapHO He3aBUCHe (K3 mpermocTaBke oy + [fyz = 0 cremu na
je a=[F=0), onpu yemy je W(x) =0 uaxr 3a cBaro x € (0,2).

3. CeojcTBo (5) je KApaKTEPUCTUYHO 3a JMHEAPHO HE3ABUCHA pe-
mema jenHauuHe (1) - oHO je morpebGaH (HEmXOIaH) yCIIOB He3a-
BUCHOCTU IBa pemena jenHaumue (1). Mebyrum, uz 1. cuemn
Ia Ccy pemema Yy U Yz jenHaumHe (1) He3aBUCHA aKoO 3a HEKO
zo € (a,b) Basm W(xg) # 0. N3 Teopeme 2 Tana 3akbydyjeMo
na je W(z) # 0 3a cBako x € (a,b). IIpema Tome, ycio (5) je
norpebaH W NOBOJbAH 3a JUHEADHY HE3ABUCHOCT PEIEHma Y| U Yo
jemmauune (1) y xojoj cy ¢pyHKIUje p u ¢ HenpekunHe HA [a, b].



