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Za detaǉniji i precizniji dokaz Teoreme 1.9.3 potrebno je tvr-
�eǌe o uslovima za egzistenciju i jedinstvenost rexeǌa homogene
linearne diferencijalne jednaqine drugog reda

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (1)

sa zadatim poqetnim uslovima y(x0) = a0 i y′(x0) = a1.

1 Egzistencija i jedinstvenost rexeǌa

Teorema 1. Diferencijalna jednaqina

y′′ = f(x, y, y′) (2)

sa poqetnim uslovima y(x0) = a0 i y′(x0) = a1 ima u nekoj okolini
taqke x = x0 jedinstveno rexeǌe ako su ispuǌeni slede�i uslovi:

1. funkcija f : R3 → R je neprekidna u okolini taqke (x0, a0, a1),

2. za funkciju f va�i Lipxicov 1 uslov u odnosu na drugi i tre�i
argument te funkcije, odnosno za neku konstantu M ∈ R i
proizvoǉne taqke (x, u1, u2) i (x, v1, v2) iz neke okoline taqke
(x0, a0, a1) va�i

|f(x, u1, u2)− f(x, v1, v2)| ≤M(|u1 − v1|+ |u2 − v2|) (3)

1Rudolf Lipschitz (18321903) - nemaqki matematiqar
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Ako parcijalni izvodi f ′u1 i f ′u2 postoje i ako su ograniqeni u
nekoj okolini taqke (x0, a0, a1), tada je Lipxicov uslov (3) ispun-
jen, pri qemu konstantaM mo�e da bude bilo koje gorǌe ograniqeǌe
za te parcijalne izvode.

U sluqaju jednaqine (1) koju mo�emo da napixemo u obliku (2)
kao

y′′ = −q(x)y − p(x)y′ = f(x, y, y′) (4)

imamo da je f ′y = −q(x) i f ′y′ = −p(x). Ukoliko pretpostavimo da su
funkcije p i q neprekidne na [a, b], tada su parcijalni izvodi f ′y i
f ′y′ ograniqeni na [a, b] (svojstvo neprekidnih funkcija na odseqku
- Matematika 1), pa je Lipxicov uslov ispuǌen za funkciju f .

Prema tome, jednaqina (1) sa proizvoǉnim poqetnim uslovima
(prema Teoremi 1) ima jedinstveno rexeǌe u nekoj okolini taqke
x0 ∈ (a, b) ako su funkcije p i q neprekidne na [a, b].

2 Teorema 1.9.3 (str.36-37)

Teorema 2. Ako su y1 i y2 linearno nezavisna rexeǌa diferencijalne
jednaqine (1) u kojoj su funkcije p i q neprekidne na [a, b], tada je

W (x) =
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∣

6= 0 (5)

za svako x ∈ (a, b).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je W (x0) = 0 za neko x0 ∈ (a, b)
i pretpostavimo da su α i β dve konstante za koje va�i (α, β) 6= (0, 0)
i

αy1(x0) + βy2(x0) = 0

αy′1(x0) + βy′2(x0) = 0.
(6)

Takve konstante postoje jer homogen sistem (6) (po α i β) ima deter-
minantu W (x0) koja je jednaka nuli (postoje netrivijalna rexeǌa).

Funkcija y(x) = αy1(x) + βy2(x) (linearna kombinacija rexeǌa
y1 i y2) je tako�e rexeǌe jednaqine (1), pri qemu je (zbog (6))

y(x0) = αy1(x0) + βy2(x0) = 0, y′(x0) = αy′1(x0) + βy′2(x0) = 0.

Dakle, rexeǌe y zadovoǉava poqetne uslove y(x0) = y′(x0) = 0.
Me�utim, iste ove poqetne uslove ispuǌava i trivijalno re-

xeǌe jednaqine (1). Kako su za jednaqinu (1) ispuǌeni uslovi
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egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa u okolini taqke x0 (jer su
p i q neprekidne funkcije), to je i y trivijalno rexeǌe (y(x) = 0
za svako x ∈ (a, b)). Drugim reqima, dobili smo da za (α, β) 6= (0, 0)
va�i

αy1(x) + βy2(x) = 0, x ∈ (a, b),

a to znaqi da su rexeǌa y1 i y2 linearno zavisna.
S obzirom na to da smo dobili zakǉuqak koji je suprotan uslovu

u teoremi (da su y1 i y2 linearno nezavisna rexeǌa), pretpostavka
W (x0) = 0 nije odr�iva, odnosno va�i W (x) 6= 0 za svako x ∈ (a, b).

Time je teorema u potpunosti dokazana.

3 Napomene

1. Ako su y1 i y2 linearno zavisne funkcije na (a, b), tada je
W (x) = 0 za svako x ∈ (a, b) (xto se lako vidi jer je y2 = cy1)
nezavisno od toga da li su y1 i y2 rexeǌa jednaqine (1).

2. Ako su y1 i y2 linearno nezavisne funkcije koje nisu rexeǌa
jednaqine (1), svojstvo (5) iz Teoreme 2 ne mora da va�i. Na
primer, funkcije

y1(x) =

{

(x− 1)2, x ∈ (0, 1]

0, x ∈ (1, 2)
y2(x) =

{

0, x ∈ (0, 1]

(x− 1)2, x ∈ (1, 2)

su linearno nezavisne (iz pretpostavke αy1+βy2 = 0 sledi da
je α = β = 0), pri qemu je W (x) = 0 qak za svako x ∈ (0, 2).

3. Svojstvo (5) je karakteristiqno za linearno nezavisna re-
xeǌa jednaqine (1) - ono je potreban (nephodan) uslov neza-
visnosti dva rexeǌa jednaqine (1). Me�utim, iz 1. sledi
da su rexeǌa y1 i y2 jednaqine (1) nezavisna ako za neko
x0 ∈ (a, b) va�i W (x0) 6= 0. Iz Teoreme 2 tada zakǉuqujemo
da je W (x) 6= 0 za svako x ∈ (a, b). Prema tome, uslov (5) je
potreban i dovoǉan za linearnu nezavisnost rexeǌa y1 i y2
jednaqine (1) u kojoj su funkcije p i q neprekidne na [a, b].
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